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基于虚内键模型的三维均质岩石本构关系模拟 

贾  珺，肖本林，柯长仁 
（湖北工业大学 土木建筑与环境学院，湖北 武汉 430068） 

 
摘  要：基于虚内键模型，推导出三维条件下虚内键演化函数的四阶弹性张量，对虚内键密度演化函数中的两个参数进行研

究，建立单轴压缩下岩石数值模型，得出两参数对岩石应力-应变全过程曲线影响的一般性规律，实现对均质大理岩试样应

力-应变全过程曲线的数值模拟。数值结果表明，基于虚内键模型的均质岩石应力-应变全过程曲线与力学试验结果较为吻合。

从而证明了用虚内键模型探讨岩石材料本构关系的适用性与可行性，为研究岩石本构关系提供了一个新思路。 
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中图分类号：TU 452          文献识别码：A          文章编号：1000－7598 (2017) 03－0740－07 
 
 

Simulation of three-dimensional homogeneous rock constitutive relation based 
on virtual internal bond model  

 
JIA Jun, XIAO Ben-lin, KE Chang-ren 

(School of Civil Architecture and Environment, Hubei University of Technology, Wuhan, Hubei 430068, China) 
 

Abstract: Based on the virtual internal bond (VIB) model, a fourth-order elastic tensor of the VIB evolution function is deduced. Two 
parameters in the evolution of VIB density are studied, and a numerical model of rock is developed under uniaxial compression. A 
general law of the influence of these two parameters on the whole stress-strain curve is obtained, and a stress-strain curve of 
homogeneous marble sample is simulated by the VIB model. Numerical results show that the stress-strain curve is in good agreement 
with experimental results. The applicability and feasibility of the VIB model for the constitutive relation of rocks are proved, which 
provides a new way to study the constitutive relationship. 
Keywords: virtual internal bond model; three-dimension; stress-strain curve; uniaxial compression; numerical simulation 
 

1  引  言 

自从Cook[1]于 1965年首次成功提出了花岗岩、

大理岩试样的本构关系全过程曲线以来，近年来研

究岩石破坏全过程的岩石本构模型如雨后春笋般层

出不穷。 
众多学者致力于探索岩石材料的本构关系，并

且取得了有价值的研究成果。Potyondy 等[2]运用黏

结颗粒模型，在 PFC 程序的基础上，模拟了岩石破

坏全过程，揭示了 Bonnet 湖区的花岗石的相关主要

力学性质；Morris 等[3]基于 LDEC，引入 Cosserat
微极理论及黏聚力模型，成功模拟了岩体的裂纹扩

展至破坏过程；Wawersik 等[4]岩石压缩试验数值模

拟，验证了用连续–离散耦合分析方法模拟岩石破坏

的全过程；Fang 等[5]利用 FLAC 软件分析了非均质

性岩石材料的本构关系；Tang 等[6]提出一种新开发

的岩石破裂过程分析 RFAD2D 软件，能够模拟出岩

石类材料从微裂缝至贯通破坏的全过程。柯长仁  
等[7]基于虚内键模型，提出了岩石材料的虚内键密

度演化函数 ( )D  ，通过弹性张量 ijmnC ，实现了在

二维岩石材料单轴压缩本构关系的数值模拟。 
自然界中岩石基本上都是处于空间三维应力的

作用下，而且岩石材料在单轴荷载压缩下，岩石试

件裂纹的产生、扩展、贯通直至破坏、失稳等，这

些相互作用都属于空间三维分布。梁正召等[8]基于

RFPA2D ，开发了新的岩石破坏过程分析系统
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RFPA3D，运用细观弹性损伤模型和有限元法，结合

位移加载法，实现了对岩石材料破裂过程的三维数

值模拟；张德海等[9]、邢纪波等[10]提出三维梁-颗粒

模型，即把岩石材料看作一系列随机地离散的颗粒

单元，并且由弹脆性的梁单元连接着相邻颗粒单元

的形心，依据 Weibull 分布随机对梁单元的力学性

质赋值，能够模拟出随着岩石材料力学参数的变化，

岩石材料破坏模式的空间变异性，通过断开的梁单

元来模拟岩石材料的内部裂纹，对非均质岩石类等

脆性材料可从细观演变到宏观破裂进行全过程数值

模拟；陈育民等[11]、郭彦双[12]基于 FLAC 的扩展程

序，深层次开发出 FLAC3D，结合动态位移加载方

式，能够模拟出三维状态下非均质性岩石试样的破

坏过程；潘鹏志等[1314]基于经典弹黏塑性理论，开

发了研究非均质岩石材料蠕变的破坏过程的

EPCA3D-EVP 三维数值模拟软件，成功模拟出在荷

载作用下非均质性岩石材料的应力-应变全过程曲

线。 
因此，对试验结果而言，三维模型的研究更具

有实际意义。但研究三维岩石本构关系及数值分析

面临两个难题：① 三维岩石本构关系曲线的模拟更

为复杂，且研究的时间较短；② 鉴于岩石是一种不

透明、非均质材料，其结构力学性质的复杂性，能

够直接模拟出岩石应力-应变全过程数值分析的方

法仍然十分罕见。以往对虚内键模型的研究都是局

限于二维，本文将对虚内键模型的探究推广到三

维。 

2  三维虚内键模型 

基于 Tadmor 等提出的拟连续介质方法，1998
年，Gao 等[1516]在模拟固体材料的裂纹扩展时，提

出了一种全新的数值模型——虚内键模型理论。该

模型认为，在微观领域上，无数随机分布且呈现离

散性的质量微粒构成了连续的固体材料，微粒与微

粒之间通过一个虚内键（virtual internal bond，VIB）
链接，并赋予虚内键一种特定的联接法则。基于柯

西-波恩（Cauchy-Born）规则，根据微粒之间的相

互作用，基于一种统计平均方法，可以直接推导出

材料的宏观本构方程；从虚内键的分布密度等微观

的角度出发，能够预测出固体材料的宏观力学特性。 
假设在微观结构上，将一个均质的、各向同性

的超弹性呈网状的固体材料视为由任意分布的质量

微粒组成，虚内键成为微粒之间联接的桥梁，并以

特定的联接法则描述微粒与微粒之间的相互作用，

如图 1 所示。 

 

图 1  虚内键模型 
Fig.1  Virtual internal bond model 

 
Gao 等[1516]假定在每一个虚内键内，固体材料

所存储的潜在能量方程为 ( )U l ，其中， l 被定义为

虚内键的变形长度 。 依据格林 - 拉格朗 日

（Green-Lagrange）应变，虚内键的长度在变形后

可以表示为[9] 

  0 1 2 i ij jl l   E           （1） 

式中： i 、 j 为虚内键的方向向量； 0l 为虚内键的

原长； ij 为格林-拉格朗日（Green-Lagrange）应变

张量。  
基于柯西-波恩（Cauchy-Born）规则，Milstein

和 Tadmor 等提出，虚内键中未变形固体微粒的单

位体积应变能为 

  0( ) ( ) ( 1 2 )ij i ij jU l U l        E E   （2） 

假设微元体的体积为V ，其中微粒随机分布，

连接微粒之间的虚内键也随机分布，空间网架模型

如图 2 所示。 
 

 
图 2  微元体的空间网架模型 

Fig.2  Spatial net-frame model of an element 
 

每一个虚内键的位置由球坐标系中对应的坐标

点 0( , , )l   来定义。简单说来可以采用如下注释： 

    0 0( ) ( , , )sin d d dD l l           （3） 

式中： 0( , , )D l   为加权平均的虚内键密度函数；

0 0( , , ) sin d d dD l l     为虚内键中单位体积未变

虚内键

微粒

虚内键(VIB) 
 

微粒

虚内键
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形物质微粒联接键的数量，是对 0( , , )D l   的精确定

义，联接键的长度趋于 0l 到 0 0dl l 之间且联接键的

方向角度趋于 d  到 d  之间。Gao[1516]在早

前的工作中提出，用空间的平均数建造一个关于联

接键的非晶体网状结构的方法。 
2.1  三维虚内键演化函数 

在体积为V 的微元体中，储存在虚内键连接键

中的应变能为[10] 
2

1

2
0 00 0

( ) ( , , )sin d d dl

l
U l D l l     

 
     （4） 

微元体的应变能密度为 

                W
V

                 （5） 

假设储存于虚内键中体积为V 的微元体应变

能等同于储存于同体积连续介质中的应变能，假设

虚内键长度一定，均为 0l ，得到应力张量为 

ij
ij







 


 

   1

2

2 2
0 m mn n i j 0 00 0

1 , , sin d d d
l

l
kl D l l

V
     

 
        

   2 2
0 m mn n i j 00 0

1 , , , , sin d dkl D l
V

     
 

      （6）      

则材料单元的四阶弹性张量为 
2

ijmn
ij mn


 


 
 

C  

 1

2

2 2
0 i j m n 0 00 0

1 , , sin d d d
l

l
kl D l l

V
    

 
        

 2 2
0 i j m n 00 0

1 , , sin d dkl D l
V

    
 

          （7） 

式中：k 为虚内键的刚度系数；在球形坐标系 ( , , )r  
中， T(sin cos , sin sin , cos )     ， i j m、 、   为

虚内键的方向向量； 0( , , )D l   为虚内键的分布密

度，在材料单元的四阶弹性张量中起着关键性作用。 
对于均质、各向同性的超线弹性固体材料，在

各个方向上，虚内键的分布密度是不变的。因此，

也可以认为它们的分布函数是常数。假设

( , ) 1D    ，基于有限单元法，通常可以用如下弹

性矩阵 e表示四阶弹性张量 ijmnC ： 

1111 1122 1133 1112 1132 1113

2211 2222 2233 2212 2232 2213

3311 3322 3333 3312 3332 3313

1211 1222 1233 1212 1232 1213

2311 2322 2333 2312 2332 2313

1311 1322 1333 1312 1332 1313

C C C C C C
C C C C C C
C C C C C C
C C C C C C
C C C C C C
C C C C C C

 
 
 
 

  
 
 

 

e




（8） 

由于 e满足物理方程： 

                    e                （9） 
式中：  T11 22 33 12 23 13       ；  11     

T22 33 12 23 13   2 2 2      

其中： ij 表示应力张量的分量； ij 表示应变张量

的分量。 
由式（6）、（8）可得： 

      
2
0

3 1 1 0 0 0
3 1 0 0 0

3 0 0 04
1 0 015

1 0
1

kl
V

 
 
 
 

  
 
 
 
  

e      （10） 

一般情况下，连续介质材料的弹性矩阵可表示为 

c
(1 )

(1 )(1 2 )
E 
 




 
e  

1 0 0 0
1 1

1 0 0 0
1

1 0 0 0
1 2 0 0

2(1 )
1 2 0
2(1 )

1 2
2(1 )

 
 













 
   
 
  
 
  
 
  
 
 

 
  

 

（11） 

式中：E 为材料的弹性模量； 为材料的泊松比。 
基于宏观弹性力学性质，倘若将代表微元内质

点的集合体视为相应的连续介质微元，则令 ce e ，

由式（10）、（11）得出： 

2
04 (1 )

5 (1 )(1 2 )
k l E
V


 

 


 
       （12） 

2
04 (1 )

15 1 (1 )(1 2 )
k l E

V
 
  

 


  
     （13） 

2
04 1 2 (1 )

15 2(1 ) (1 )(1 2 )
k l E

V
 
  

  


  
    （14） 

由式（12）、（13），得
1
4

  。 
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由式（14）得 

0

15
8 (1 )

EVk
l


 

          （15） 

为达到计算的简化，不妨设 1V  ， 0 1l  ，则

式（15）简化为 

          15
8 (1 )

Ek



 

          （16） 

在二维情况下，虚内键四阶弹性模量表示为 

2 2
ijmn 0 i j m n 00

3 1 0
1 ( )d 1 3 0

8
0 0 1

kl D kl
V V

 


 
     

  
    C  

（17） 
平面应变问题下，固体材料的弹性矩阵为 

  

1 0
1

(1 ) 1 0
(1 )(1 2 ) 1

1 20 0
2(1 )

E




 
  




 
  
 

     
 
  

D （18） 

对于平面应变问题，类似于三维问题，令 ijmn  C D ，

由式（17）、（18），得出： 

2
03 (1 )

8 (1 )(1 2 )
k l E
V


 

 


 
       （19） 

2
0

8 (1 )(1 2 )
k l E

V  



 

        （20） 

2
0

8 2(1 )
k l E

V 





          （21） 

由式（19）、（21），得
1
4

  。 

由式（20），则： 

       2
0

8
(1 )(1 2 )

EVk
l  


  

      （22） 

由上文，令 01 1V l ， ，则对于平面应变问题，可

以得出 

   8
(1 )(1 2 )

Ek
 


  

        （23） 

对于平面应变问题有 

  ijmn i j m n0

8 ( )d( )
(1 )(1 2 )

E D  
 



       C （24） 

弹性本构关系张量方程为 

ij ijmn mn C           （25） 

Gao等[1415]在单轴压缩条件下提出脆性岩石材

料的损伤本构方程为 

        m
0( ) exp[ ( / ) ]E           （26） 

虚内键密度演化方程决定了固体材料的力学性

质[6]，虚内键密度演化方程 ( )D  表示为 

          2
1 c( ) exp[ ( / ) ]cD c l         （27） 

将 ( )D  代入式（7），得三维情况下弹性张量为 

ijmn C  

2
2

i j m n 1 c0 0
exp[ ( / ) ]d15 d

8π(1 )
cc lE

  


 


        

（28） 
对于平面应变问题，将 ( )D  代入式（24）有 

ijmn C  

2
2

i j m n 1 c0
exp[ ( / ) ]d

1 2
8

(1 )( )
cc lE

 
 




        

（29） 
2.2  三维虚内键模型参数对岩石本构关系的影响 

在三维问题下包含虚拟连接键密度演化方程的

四阶非线性弹性张量中，类似于二维情况下均含有

4 个需要确定的参数，分别是岩石材料的弹性模量

E、泊松比  和用来调节岩石试样本构关系特征的

参数 c1、c2。其中，参数 c1、c2 是岩石试件在数值

模拟过程中调整岩石应力-应变曲线形状的重要参

数。所以，在进行岩石试件数值模拟之前，确定包

含虚拟连接键密度演化方程的四阶非线性弹性张量

中的参数 c1、c2，对岩石应力-应变全过程曲线的影

响显得尤为重要。如图 3 所示，呈现了参数 c1、c2

对岩石试样应力-应变全过程曲线的影响，图 3(a)
中，在参数 c1保持不变的情况下，参数 c2值越大，

所对应的曲线的峰值应力越大，但对峰后应力影响

不大，岩石试件的破坏模式由延性过渡到脆性。由

图 3(b)可知，当参数 c2 保持不变时，随着参数 c1

的取值增加，所对应曲线的峰值应力与峰后应力越

小，材料宏观应力-应变全过程曲线越来越“扁”。 
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(a) 1c  4.0 

 

 
(b) 2c  4.0 

图 3  参数 c1、c2对应力-应变全过程曲线的影响 
Fig.3  Effect of c1 & c2 on the complete 

stress-strain curves 

3  数值模拟 

3.1  数值模型的建立 
本文所选用的岩石试样均按照国标规定的标准

尺寸为 50 mm×100 mm 的平面应变模型。试验中采

用的加载方式为位移控制法，即在整个单向压缩加

载过程中，在试件的端部节点上进行加载加位移，

每次加载位移量 s  0.02 mm。岩石试样模型的规 

格尺寸以及数值模拟的边界条件见图 4。 
 

 
(a) 规格尺寸               (b) 边界条件 

图 4  岩样的规格尺寸及数值模拟边界条件 
Fig.4  Dimension of rock samples and boundary conditions 

of numerical simulation 
 

本文选取了大理岩试样分别进行物理试验与数

值模拟试验，并将两者相结合，验证基于虚内键模

型下数值模拟试验的可行性。 

3.2  三维均质岩石模型数值模拟 
在三维情况下，分别对试样编号为 1#、2#的均

质大理岩试样在 MTS815 刚性试验机上进行单轴压

缩试验，得到试样的应力-应变全过程曲线。与二维

情况下的试验方法相同，关于大理岩 1#、2#岩石岩

样数值模拟的试验参数详见表 1，大理岩本构关系

的数值模拟曲线与试验所得曲线对比详见图 5、6。 
 

表 1  1#、2#岩样三维单轴压缩数值模拟参数 
Table 1  Simulated parameters of rock sample #1 & #2 

under three-dimensional uniaxial compression 
试样 
编号 

峰值应变 

c /103 
弹性模量 
E / GPa 

泊松比 
  

c1 c2 

1-1 4.50 61.38 0.15 1 100.00  15.00 
1-2 4.00 59.29 0.24   950.00  21.00 
1-3 4.00 69.19 0.29 1 000.00  20.00 
1-4 4.04 44.69 0.21   980.00  26.00 
2-1 3.50 35.25 0.18   500.00 110.00 
2-2 4.90 25.85 0.29   950.00  25.00 

 
 

           
(a) 1-1 号样品                                                     (b) 1-2 号样品 
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(c) 1-3 号岩样                                                    (d) 1-4 号岩样 

图 5  1#岩样试验曲线和模拟曲线 
Fig.5  Experimental curves and numerical curves of sample #1 

 

           

(a) 2-1 号岩样                                                    (b) 2-2 号岩样 

图 6  2#岩样试验曲线和数值模拟曲线 
Fig.6  Experimental and numerical curves of sample #2 

 

3.3  试验结果分析 
从大理石编号为 1#及 2#的岩石中选取了 6种不

同的试样，对 6 个岩石试样分别进行三维单轴压缩

试验。对比试样的物理试验与基于虚内键数值模拟

应力-应变全过程曲线，发现除了 2-1 号岩石试样的

应力-应变全过程曲线的峰前阶段的吻合度较大，其

余 5 个岩石试样的重合度较小，主要是因为这 5 个

岩石试样在进行物理压缩试验时，一开始会出现一

定的压紧密，倘若将数值模拟生成的岩石本构关系

曲线沿横轴向左平移一定的单位位移，则试样的峰

前应力-应变曲线会有较好的重合。因此，基于虚内

键模型对岩石试件进行数值模拟分析，能够较为准

确的反映不同种类岩石在三维单轴压缩状况下的应

力-应变全过程曲线，并且尤其可以突出岩石试样的

软化特征。 

4  结  论 

（1）在单轴压缩情况下，对三维虚内键演化函

数方程 ( )D  中参数 c1和参数 c2 进行分析确定，得

出了两参数影响岩石本构关系的一般性规律。 
（2）基于虚内键模型的数值模拟与岩石力学试

验结果较为吻合，验证了用虚内键模型探讨岩石材

料本构关系的适用性与可行性。 
（3）虚内键模型为研究岩石本构关系开辟了一

个新思路，同时也进一步拓展了虚内键模型的应用

范围。 
本文的研究还存在不完善的地方，对今后的研

究工作做如下展望：（1）虚内键模型针对岩石非均

质性方面地描述，探索其本构关系更加精确的演化

过程；（2）对虚内键密度函数方程中的参数进行研

究，能否经过参数的相关调整，更加准确地描述岩

石材料应力-应变全过程曲线的峰后阶段。 
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